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Аннотация
Рассматривается класс эллиптических краевых задач с вырождающимися коэффициентами, для
которых на основе мультипликативного выделения особенности строятся схемы МКЭ с оптимальной
сходимостью. Для шкалы весовых норм Соболева, включающую энергетическую норму дифференци-
ального оператора, устанавливаются апостериорные оценки погрешности дискретных решений.
Ключевые слова: Эллиптическая краевая задача с вырождением, метод конечных элементов, апо-
стериорные оценки ошибок
Summary
We consider a class of elliptic boundary value problems with degenerating coefficients for which we
construct schemes of the finite-elementmethod with the optimal convergence on the basis of a multiplicative
extraction of the singularity. For a scale of weighted Sobolev norms including an energy norm of the
differential operator, we prove a posteriori estimates for the error of the discrete solutions.
Key words: Elliptic boundary value problemwith degeneration, finite element method, a posteriori error
estimates.
Введение
Многие краевые задачи эллиптического типа формулируются в вариационном виде:
найти u ∈ U : a(u, v) =< f, v > ∀v ∈ V. (1)
Здесь (U, V ) дуальная относительно билинейной формы a пара гильбертовых или банаховых про-
странств функций (может быть и обобщенных функций, распределений), f ∈ V ′ (V ′ — сопряженное к
V пространство), скобки < ·, · > обозначают отношение двойственности между V ′ и V . Проекционно-
сеточные методы для приближенного решения задачи (1) включают в себя процедурупостроения конечно-
мерных подпространств Uh ⊂ U, Vh ⊂ V , как правило, кусочно-полиномиальных функций, ассоцииро-
ванных стриангуляцией Th расчетной области задачи на конечные элементы с характерным размером
(диаметром) h . Аппроксимация по методу Галеркина (или Петрова-Галеркина) в h-версии заключается
в решении семейства задач для серии малых h :
найти uh ∈ Uh : a(uh, v) =< f, v > ∀v ∈ Vh. (2)
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Вопросы анализа ошибки u − uh в тех или иных подходящих нормах являются первостепенными в тео-
рии и практике проекционно-сеточных схем.Широкое распространение получили апостериорные оценки
ошибок и основанные на них различные адаптивные методы и стратегии уточнения дискретных реше-
ний. Этой проблематике посвящено большое число статей и монографий, см.напр. [1]- [3]. В данной
статье мы рассматриваем эти вопросы применительно к краевым эллиптическим задачам с вырождаю-
щимися коэффициентами. В работе показано, что стандартные кусочно-полиномиальные аппроксимации
для рассматриваемых задач оказываются неэффективными. Наш подход заключается в мультипликатив-
ном выделении особенности, на основе которого строятся схемы МКЭ с оптимальной сходимостью. Мы
выделяем шкалу двойственных друг другу весовых норм Соболева, включающую энергетическую нор-
му дифференциального оператора, и устанавливаем в этих нормах апостериорные оценки погрешности
дискретных решений.
1. Постановка задачи и аппроксимация конечными элементами
В прямоугольной области Ω = (0, 1)× (0, 1) ⊂ R2 рассматривается модельная краевая задача
Au ≡ −∇ · (ρ2αa∇u) = f в Ω, u = 0 на ∂Ω (α < 1/2). (3)
Здесь для точки x = (x1, x2) ∈ Ω ρ(x) = x1 = dist(Γ, x) есть расстояние от x до части границы
Γ = {0} × [0, 1] , a(x) = diag(a1(x), a2(x)) — диагональная матрица положительных в Ω коэффици-
ентов класса C1(Ω) . Наличие множителя ρ2α при α 6= 0 приводит к сингулярности коэффициентов
дифференциального оператора A в окрестности Γ . Ограничение степени вырождения α < 1/2 связа-
но лишь с корректностью краевых условий Дирихле на линии вырождения Γ . Эта задача приводится к
задаче (1) с билинейной формой
a(u, v) =
∫
Ω
ρ2αa∇u · ∇v dx
на энергетическом пространстве H , порождаемом этой билинейной формой.
Мы рассматриваем вопрос построения конечномерных подпространств Vh ⊂ H для вычисления при-
ближений uh ∈ Vh по методу Галеркина,
a(uh, v) =< f, v > ∀v ∈ Vh, (4)
обладающих хорошими аппроксимационными свойствами. Доказывается, что стандартные кусочно-
полиномиальные пространства конечных элементов не являются удовлетворительным решением этого
вопроса. Основанный на факторизации решения u = σuˆ , оптимальным будет выбор Vh = σVˆh , где Vˆh —
кусочно-полиномиальные пространства конечных элементов.
2. Апостериорные оценки в схемахМКЭ с мультипликативным выделением особенности
Обозначим через X˙h подпространство кусочно-линейных функций из Xh , которые равны нулю на
Γ0 = ∂Ω \ Γ . В качестве аппроксимирующего пространства Vh в (4) возьмем Vh = σX˙h = {ρ1−2αw : w ∈
X˙h} ⊂ H .
Теорема 1. Для решения uh ∈ Vh = σX˙h задачи (4) и для всех δ ∈ (α − 1/2, 1/2 − α) имеет
место оценка в энергетической норме
‖u− uh‖
2
6 c
∑
K∈Th
η2K(uh) (5)
с индикатором ошибки элементе
η2K(uh) =
h2
K
ρ2
K
∫
K
ρ2(1−α)|f +∇ · (ρ2αa∇uh)|
2 dx+
hK
2
∑
S⊂∂K
∫
S
ρ2α|JS(a∇uh · nS)|
2 dx, (6)
где nS — нормаль к стороне S , JS(a∇uh · nS) — скачок функции a∇uh · nS на общей стороне S
двух соседних конечных элементов.
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Предложенный индикатор ошибки (6) используется в построении различных стратегий адаптивного
сгущения сетки для уточнения конечноэлементных приближений.
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